ADellidoS

Nombre ... DNI ... .

UNIVERSIDAD Asignatura . Felatividad general y gravitacién Grupo . AYAZ
COMPLUTENSE e )

MADRID CurSO .. Fecha ... ...

Relatividad general y gravitacion
Examen final - 8 de febrero de 2021

(Tiempo disponible: 2 horas 30 minutos)

Problema 1 [1.5 puntos]. Senalar con una V las afirmaciones verdaderas y con una F las
falsas. Cada respuesta incorrecta penaliza 0.25 puntos.

El conmutador de dos campos vectoriales cualesquiera es otro campo vectorial sélo
si se trata de campos de Killing.

La cuadriaceleraciéon a lo largo de la curva que sigue un observador en caida libre
es nula.

En una métrica estatica la cuadrivelocidad de una particula masiva en reposo es
o
paralela al vector de Killing 0.

Problema 2 [1 punto]. Completar el enunciado del principio de equivalencia de Einstein
en cualquiera de sus formas

En todo punto del espacio en un campo gravitatorio arbitrario es siempre posible escoger
un sistema de referencia ... local (llamado en caida libre) en el que las leyes de la
fisica toman la misma forma que en un sistema de referencia inercial (=no acelerado)

en ausencia de gravedad.

... local (llamado en caida libre) en el que las leyes de la fisica toman la misma forma
que en relatividad especial.

.. tal que paratiempos muy pequenos y distancias muy pequenas las leyes de la
fisica toman la misma forma que en relatividad especial.

0.5 por la descripcién del sistema, 0.5 por la parte de leyes fisicas/ausencia de gravedad.
También vale el siguiente enunciado, aunque es mas bien una consecuencia:

... local tal que en el punto la métrica se reduce a la de Minkowski y en un entrono del
mismo los simbolos de Christoffel se anulan..




3 [2.5 puntos]. Calcular los simbolos de Christoffel I'*;; de la métrica

av  Cdy* 5 2 272
—m—i-m-i-f tanw(dO + sin qub),

ds? =

donde —co<t<oo, 0<tp<m/2, 0<O<7, 0<¢ <27 y { es una constante con dimensiones
de longitud. Escribir sélamente los I'*;; distintos de cero.

tan
Fwtt = 621/]

0.5

Un observador se encuentra en reposo en el campo gravitatorio descrito por esta métrica.
Calcular su cuadrivelocidad u#, su cuadriaceleracién a* = u®Vu* y el cuadrado a? de ésta.

u* = = (cos o, 0,0,0) 0.5
19 = coordenada v del observador 0.5

o = (O@Q@ﬂw) 0.5
tn 2

5  sSin” g

a =~z 0.5

e Los Christoffel pedidos son

o 1 2 1

L e 3 tan
'y = 5 g" (atgat + 01 Gta — aagtt) = —5 gwazbgtt = - 5“@0 5 gwwadlgtt (Z) 5% L4 .

€2

En (1) se ha usado que los coeficientes g,s no dependen de ¢, por lo que sus derivadas
temporales son cero; y también que g sélo depende de v, por lo que 0,9y es distinta de
cero sélo para o = 9. En (2) se ha usado que g*¥ es distinto de cero sélo para p =1, Y en
(3) las expresiones de los coefficientes g¥¥ = cos? ¢ /(* y gy = —1/ cos? 9.

e Por encontrarse el observador en reposo, las componentes espaciales de su cuadriveloci-
dad son cero, _ o
vV=0=¢=0 = 1,0,¢ constantes (importante).

Llamemos 1) al valor de su coordenada 1. La condicién u? = —1 se reduce a gy (u?)? = —1,

o lo que es lo mismo, (u')? = cos?1hy. Tomando la raiz cuadrada y queddndonos con el signo
positivo, que correponde a orientacién futura, obtenemos u' = cos 1.

e La cuadriaceleraciéon es

n (ut)Q _ sin 1)y cos g

a" = uVaut = 'Vt = ut (&gu“ + F”ttut) = 1" 72

0y

y su cuadrado
2 WV P2 Sin2 ¢0
a® = gy a"'a” = gyy (a¥) = 2
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4 [2.5 puntos]. En este problema es necesario entregar los céalculos.
Sea el campo gravitatorio descrito por la métrica
2 2

9 9 d 2 2 2 2
ds? = —f(r) dt +F’;>+r (d6” +sin®0do?),  flr)=1- .

donde —co <t <oo, r>0,0<60<m 0<¢ <27y a es una constante con dimensiones
de longitud. Dos observadores se encuentran en reposo en un punto (0,79 > a,7/2, ¢g). El
primero de ellos se deja caer libremente.

(a) Calcular el tiempo que segun ¢l tarda en alcanzar r = a.

78
ro\ — —
a?

(b) Calcular el tiempo que tarda el observador que se ha quedado en rqg — oo en ver
llegar al primero a r = a.

oo (Nunca le va a ver llegar)

(a) El tiempo propio que mide el observador que cae es su tiempo propio 7. Recordemos
que un observador en caida libre se mueve segiin una geodésica que, por la simetria esférica,
estd contenida en un plano con € constante (§ = 7/2) y que las cantidades

E=f(r)i, L=r%

se conservan sobre la geodésica. En términos de F y L, la condicién u? = —1 se escribe
2 i 2 12 2 2 L?
—f(?‘)t +W+T¢ =-1 & rr“=F —f(T’)(ﬁ—Fl)

(— 0.25). Los valores de las constantes F y L se determinan a partir de la condicion inicial
de reposo,

3,=0 = L=0, #,=0 5 E*=f(r)

(— 0.5). Sustituyendo en la ecuacién para 7 se tiene
dr\? a*(rg —r?)
— ) =f(ro) — flr) = ———-+=. 1
(5) = o - 1 = =22 1)
Al tomar la raiz cuadrada nos quedamos con el signo negativo, pues r decrece segin crece T,

o rdr

dr = -0 & (3)

a \/r¢ —r?



(— 0.25). Integrando entre r(7 = 0) = ry y 7(7,) = a obtenemos (— 0.25)

a
ro [* rdr o s 5 3
Ty = —— ——==— /T =704/ — 1.
a 0 \/TO_TQ a 70 a

(b) El tiempo que mide el observador que se ha quedado en reposo en ry es su tiempo
propio. Llamémosle 7y. Por estar en reposo, las componentes espaciales de su cuadrivelocidad
son cero y su condicién u? = —1 se reduce a

(— 0.25). De aqui se sigue que

dmy = /o) dt = /() o dr = f;g;?)) ar. 3)

dt E

donde hemos usado que = m y que E = +/f(ro) (— 0.5). Para ry — oo, se tiene
T r
ar\> a? d
flro—00)=1 = ec.(1) toma la forma ay L = dT:_u_
dr r2 a

Tras sustituir en la ec. (3) obtenemos

r3dr
a(r? —a?)

i = —

(— 0.25). Si bien el lado derecho admite primitiva, dada por

2 2
r a r
—— ——=In(—=-1),
2a 2 a?
ésta no esta definida en en los limites de integracion r = ryg — oo y r = a. Asi pues, el

observador en reposo nunca ve al observador en caida libre llegar a 7 = a (— 0.25)..
No pedido. Para ry finito, a partir de las ec. (3) y (2), obtenemos

rg—aQ r3dr
roa  (r2—a?)\/rd —r?

Nos fijamos en la regién r — a™ y hacemos el cambio

di = —

r=a+p, p>0.

Desarrollando en serie de potencias de p se tiene

g Vro—atdp

2a’r ?

[1+0(p)] .
La integral del lado derecho diverge para p — 0, por lo que la conclusion es la misma.

4



5 [2.5 puntos]. En este problema es necesario entregar los calculos.
Las ecuaciones de Einstein con un tensor energia-momento producido por un campo
electromagnético F},, son (en unidades gaussianas y ¢ = 1)

1
R,, = 2Gx (FWFZ,Q ~ 9w g FaﬁFaff) .

Encontrar una solucion estatica con simetria eférica

d 2
ds? = — F(r) dt® + 2 4 12 (d6? + sin2 0 d¢?)
f(r)
si las inicas componentes de F),, distintas de cero son
Ftr = _Frt = 92 .
r

Para determinar las constantes de integracién imponer que el campo se reduce al de
Schwarzschild para @) = 0.

Rg = radio de Schwarzschild de la materia
que produce el campo EM

Llamemos

1
H,, = F,.F" — 7 I E,zF*P

al tensor que aparece en el lado derecho de las ecuacines de Esintein. Usando la forma de la
métrica y el dato para F),, se tiene

( 1 Q2 .
——— sipu=v=r
f T4 /"L Y
« rr 2
Fuanx :gttFutht+9 FW“FW‘: Q—4 sip=v=t,
r
\ 0 en cualquier otro caso,
2 2
Faﬁ Fozﬁ — 2Ftr Ftr — 2gtthT(Ftr>2 — % )
r
Las tinicas componentes no nulas de H,, son
% Q? 1 Q? Lo, @
Httzﬁ7 TT:—2fT4:—FHtt, HH&Zﬁ’ H¢¢:Sln9ﬁ:SIH9HQQ.

Sustituyendo en las ecuaciones de Einstein y usando el dato que se da en el formulario para
el tensor de Ricci de la métrica, llegamos a que las tinicas ecuaciones no triviales son las
correspondientes a las componentes

" ! G 2
tt, rr: f— + f— = NG ;
2 r rd
GNQ?

00, 61— f—rf =

72



(— 1). La primera de estas ecuaciones es la derivada con respecto a r de la segunda, por lo
que basta resolver ésta ultima. Para ello la escribimos como

N
(T’f)/ =1- r2
e integramos sobre, obteniendo
¢, GNQ?
f(?“) = 1= 7 r2

donde ¢y es una constrante de integraciéon (— 1). Par deteterminar ¢y, imponemos el dato
de que si Q = 0 el campo gravitatorio se reduce al de Schwarzschild, para el que recordemos

se tiene R
S
r =fs(r)=1——,

1)y = () .

con Ry es el radio de Schwarzschild de la materia que produce el campo gravitatorio, que en
nuestro caso produce también un campo EM (— 0.5).

Comentario. Una carga estdtica () tiene en coordenadas esféricas potencial A, =
(Q/r,0,0,0) y tensor F,3 = 0,Ap — 0sA, cuya tunica componente distinta de cero es
F, = 0,A, = —Q/r*. El campo EM que produce dicha carga en su exteriore es, pues,

el encontrado.



