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Problema 1 [4 puntos]. Sendlense con una V las afirmaciones verdaderas y con una F las
falsas. Cada respuesta incorrecta penaliza 0.25 puntos.

El tensor G, = R, — %gm,R satisface V,G*" = 0 si y sélo si la métrica g, es
solucién de las ecuaciones de Einstein.

Un campo vectorial de Killing genera una transformacién de coordenadas que deja
invariante la métrica sélo en un entorno de las geodésicas.

Un campo vectorial de Killing genera una transformacién de coordenadas que deja
invariante la métrica en todo punto.

Un espacio-tiempo es plano si y sélo si en todo punto zf; del mismo es posible escoger
un sistema local de coordenadas {z#} en el que gns(x) ’x:z(): Nag » &,gaﬁ(asﬂx:m: 0
y 8M81,ga,g(x)’x:$0: 0

Una métrica es plana si y s6lo si su tensor de Riemann es cero.

Un observador que se encuentra en caida libre en un campo gravitatorio deja caer a su vez
un objeto.

Si el campo gravitatorio es uniforme, el observador ve que el objeto permanece en
reposo.

Si el campo gravitatorio es uniforme, el observador ve que el objeto permanece en
reposo durante unos instantes, transcurridos los cuales ve que éste se mueve.

Si el campo gravitatorio es no uniforme, el observador ve que el objeto permanece
en reposo durante unos instantes, transcurridos los cuales ve que éste se mueve.



Problema 2. Un campo gravitatorio esta descrito por la métrica

9 ,  dr?
ds® = —f(?“) dt +m

—o<t<oo, r>m, 0<0<m, 0<¢<2m,

2
+7r*(d6” + sin® 0 d¢?) flr) = (1 — T) ,

r

donde m es una constante con dimensiones de longitud. En este problemas se estudian sus
geodésicas de género tiempo y luz con 8 = 7 /2.

(a) [1 punto] Identificar las coordenadas ciclicas y escribir las constantes de movimiento
correspondientes.

Coordenada Constante de movimiento
. m 2 .
t E:f(r)t:(l——)t
r
¢ L =r%)

El punto indica derivada con respecto al parametro de la geodésica

(b) [1 punto] Obtener la ecuacién geodésica para la coordenda 7.

3 5 .
f+(1—@> L —(1—T)r¢2:0.
T T (1_@)7.2 T

r

(c) [1 punto] Obtener una ecuacién diferencial de segundo orden para u = 1/r como
funcion de ¢. Al igual que se hizo en clase para el caso de Schwarzschild, es conveniente
escribir la condicién de género de la geodésica como 4% = k, con k = —1 para género tiempo
y k = 0 para género luz. En este apartado es necesario entregar los cdlculos. Usar para ello
las paginas al final del cuadernillo.

d*u

i "

k
(1 —mu) (%+u—2mu2> =0.

(d) [1 punto] Probar que un fotén puede moverse siguiendo una érbita circular de radio
r= R =const y calcular R. En este apartado es necesario entregar los célculos. Usar para
ello las péaginas al final del cuadernillo.

R =2m

(e) [1 punto] Calcular el tiempo coordenado que tarda un fotén que se mueve segin
la orbita del apartado anterior en completar una vuelta. En caso de no haber resuelto el
apartado anterior, dar el resultado en términos de R y m.

t = 8mm
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Problema 3. Sea la métrica
dr?
ds®* = — f(r)dt* + —
T

—o<t<oo, 0<r<oo 0<60<m 0<¢<2rm,

+a2(d92+sin26d¢2),

con a una constante con dimensiones de longitud y f(r) es una funcién de r. jOjo, nétese
que no hay un factor 72 que multiplica a los términos df? + sin® 6 d¢? !

(a) [1 punto] Calcular T,

/
Fttr = i
2f

(b) [3 puntos| Se sabe que los tinicos otros simbolos de Christoffel no nulos son

/ !
', = fo , I, = —%, F9¢¢ = —siné cosb, F¢9¢ =
Se sabe también que las unicas componentes no nulas del tensor de Ricci son Ry, R, Roo
y Reg = Rog sin §. Calcularlas.

cos

sinf

1
Ru= o ff
1
RTT - _f_
2f
Reg =1

(c) [1 punto] Determinar la funcién f(r) para que la métrica sea solucién de las ecua-
ciones de Einstein con constante cosmoldgica, R, — % 9w+ Ag,, = 0. Determinar el valor

de A. En este apartado es necesario entregar los calculos. Usar para ello las paginas al final
del cuadernillo.

2
roor 1
f(r)y=1—k — — —, k; = constante integracion, A=—
a a? a?




Formulario

e Este formulario sigue para la signatura el convenio (—,+,+,+), que es el adoptado en

clase. Se tiene entonces:

: 09,5 09y,  Ogua
. 1 1% 0
Christoffel : I,y = 5 ¢/ (8y” + o By

Riemann : Raguy = 8M FOC/BV — (?,, Faﬁu + Faug Uyﬁ — Faya Fgu/g

Ricci: Rp, = R%aw
m
.aa.jﬁ _ = dx

Geodésicas : ah +TH 51 , = T = pardmetro geodésica

e Indentidades de Bianchi: V,R,, — V,R,, + V,R%,,, =0

e Métrica arbitratria estatica con simetria esférica:

ds® = —f(r)dt* + h(r) dr® + r? (d6? + sin®0 d¢?) .

Simbolos de Christoffel distintos de cero:

o1
tr 2f
f h r 7 sin?6
]-—W:_ I._‘Trf,n:_, FT = - -, FT = — ,
" op 2h o h i h
1
M, ==, F9¢¢ = —sinf cos@,
r
1 cos 6
I == %, = :
o 907 <ino

Componentes del tensor de Ricci distintas de cero:
B f// f/ f/2 f/h/
B = o T oh ~amn e
B f// f/2 f/h/ B
B ==Y @ Y T n
1 rf  rh
Royp=1——— )
& TR
R¢¢ = Sin29 R99 .
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Problema 2. Problema idéntico al de las geodésicas en un Schwarzschild. Lo tnico que
cambia es al forma del coefficiente gy.

(b) Segin la ayuda facilitada en el formulario para una métrica estatica con simetria
esférica, la ecuacion geodésica para la coordenada r es

Ft T+ T 72+ 1799 6% + Ty 6 = 0

Como 0 = m/2, se tiene 0 = 0, por lo que el tercer término no contribuye. Para los otros,
usando el formulario y

1 I
h=- = h=—-",
f f?
se tiene
T ]' / r f/ T
Fttz§ff, FTT:_ﬁ’ F¢¢:—Tf
Queda entonces
L1 : " :
r+§ff't2—2f—fr2—rf¢220. (1)
Substituyendo
2
m m\ m
= 1 —_ — ! — 2 1 - — sy
1(r) ( r ) = fr) ( r ) r2
se obtiene

3 9 _
7'«'+<1—@) L —<1—@)r¢2:0.
T T ( m> 9 T

1——)r

r

(c) La condicién % = k, para § = /2, se escribe

-2 .
P 2P =k =

—1  género tiempo
f

0 género luz

Utilizando [apartado (a)] que t = E/f y b= L/r?, y multiplicando por f se tiene
2 _ .2 L?
E =7 +(ﬁ—k)f(r). (2)
Se usa la regla de la cadena
. dr  drd¢ dr L
"Tar T dedr  dor?
y se hace el cambio indicado

o do _ dr do 2 do T de

5



Tras substituir f por su expresién, la ec. (??) toma la forma

2
E*=17 (;i—:;) + (Lu® — k) (1 — mu)?.

Derivando con respecto a ¢ y simplificando una derivada du/d¢ que multiplica a toda la
ecuacion resulta

d?u

+2L%u (1 — mu)? — 2m(L*u? — k) (1 — mu).
do?

0=2L>

Asi llegamos a
d? k
- + (1 —mu) (m—+u—2mu2) =0.

dg? L?
(d) Para una geodésica de tipo luz k = 0. Si r es constante, 7 = 0 y entonces
R 2 f'E* L7
ec. (77): §fft—rf¢ -0 = 2f2_ﬁ:
L2
ec. (77): E? = )

De aqui se sigue que

rf =2f = (1—T>T—T = r=2m.
T r T

En las simplificacione estamos usando sistematicamente que r > m, por lo que f(r) > 0.
Otra forma de resolver este apartado es notar que, para que 7 = 0 sea compatible con
que
L2
2 _ .2
Es =7 + ﬁ f
permanezca constante, el término Vit (r) := fL?/r? debe alcanzar un extremo. Los extremos

se alcanzan en

dV, 2 !
Vf(r):O = ——f—l—L:() = rf =2f.
dr 73 r3

(e) Es claro que

dt E
527 N ﬁ: Er?
dop L dg L f(r)
dr 12

Para r = R = const se tiene £ = L?f(R)/R? y, por tanto

dt R N 21R
do f(R) 1—
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