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Problema 1 [1 punto].

El espacio-tiempo de Schwarzschild estd dado por la métrica

2 dr?
ds? = _<1 _ _m) dt? + + +r2(d02+sin29d¢2),
r 1o

r

donde —co <t <oo,7r>2m,0<0<7my0<¢p<2m.

(a) Encontrar una ecuacién diferencial para las trayectorias ¢(r) de los rayos de luz que
viajan con § = w/2 y ¢ =const.

dt _ 1 . Se sigue de imponer ds* = 0 (género luz),

dr 1—2m df = d¢ = 0 y tomar raices.

(b) Encontrar dichas trayectorias resolviendo la ecuacién anterior.

t(r) = j:{r—i—Qm In (QL — 1)} + const

m

Basta integrar

—2 2 1
t:i/drw:i/dr<1+ - >
r—2m 1
2m
para obtener el resultado en la caja.

Ejercicio del parcial de diciembre.



Problema 2 [2.25 puntos].

Un satélite (particula con masa) se mueve en un campo gravitatorio de Schwarzschild
segin una 6rbita circular con radio constante r = R y 6 = 7/2.

Ayuda. Se recuerda que las ecuaciones de las geodésicas para las coordenadas t y ¢ son
2 . .
(1-=)i=E, =1L,
r

y que, al tratarse de una particula con masa, la condicién de la capa de masas para el satélite
es g "2 = —1. En estas expresiones el punto denota derivada con respecto al pardmetro
de la geodésica, la constante E es la energia por unidad de masa y la constante L es el
momento angular por unidad de masa.

(a) Calcilese el cuadrado L? en términos de m y R.

mR?

= ——
R —3m

Del examen de Febrero de 2016. Resuelto en clase. Otra forma (equivalente) de resolverlo
es usar la ecuacion de la geodésica para la coordenada r, tal y como se hace a continuacion.
Vale cualquier solucion correcta.

La ecuacion geodésica para la coordenada 6 se satisface trivialmente. Las ecuaciones
geodésicas para t y ¢ son las dadas en la ayuda,

2m

firt=E, r?p =L, donde f(r):=1-"—. (1)
r
La ecuacion para la coordenada r de las geodésicas puede obtenerse usando
d (0Lt 0Lt N T
- - =0 Leg = — "+ — 0° + sin” 0¢°) .
dr(af) > , ¢ =—f(r) —I—f(r)—i-r (6° + sin® 6¢*)

Ello da, tras tomar 6 = 7/2,

f—ﬁﬁ%—%ff’tg—rfﬁzo.

Particularizando para r = R = const se tiene

L, 2 ) m o 12 L 2 2m\? L?
—f(R)t"— Ro¢p“ =0 —t"—Rp* =0 EFF=1-—) —. 2
SRP-RF =0 & Zi-RP=0 & (1-F) % @
A su vez, la condicién #? = —1 proporciona
. 2 ) . 2 L?
ftz—%—r2(92+sin20¢2):1 9—‘__”—> E2:(1—§m) <1+§). (3)
r=R

De (2) y (3) se sigue

2

L 2 L?
m (1 + ﬁ) = <1 — _m>E = resultado
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(b) Hallese el tiempo coordenado que tarda el satélite en completar una vuelta, es decir,
el periodo de su 6rbita en tiempo coordenado. Expresar el resultado en términos de m y R.

/R
Teoordenado = 2T RA\| —
m
Puede usarse la ec. (2):

2 R dt R3 T dt | R3
—_—=— = -, = — = Tcoorenaoz —d¢p =2 N
2 do denad ¢ m m

m m o do

donde se ha tomado el signo positivo de la raiz cuadrada pues ¢t aumenta con ¢.
Si se ha calculado L? como se hizo clase, sin haber usado ecuacién geodésica para r, se
puede proceder de la siguiente forma. Las dos ecuaciones de la ayuda implican que

d  RE

dp  (R—2m)L’
Substituyendo en (3) el resultado para L? obtenido en el apartado (a), obtenemos
(R — 2m)? E _(R—2m)VR N dt  RVR
R(R — 3m) L mR? dp~ m

E? =

(c) Obténgase el periodo que con su reloj mide un observador fijo en un punto de la
orbita. Expresar el resultado en términos de m y R.

IR
Tobs.ﬁjoR =21R -2
m

Un observador fijo en un punto de la érbita del satélite tiene r = R, 6 = w/2 y ¢ = const.
Su lapso de tiempo propio d7obs.sijo g €sta por tanto dado por

2
dTOQbs. fijoR — f (R)dtQ = Tobs.fijor = /1 — % Teoordenado = resultado.

Para la discusion de los apartados (b) y (c) en el caso de que la particula que orbita sea
un fotén ver la web de la asignatura.

Problema 3 [1 punto].

. Cuantas componentes linealmente independientes tiene el tensor de Riemann en dos,
tres, cuatro y cinco dimensiones?

Dimensién 2 Dimensién 3 Dimensién 4 Dimensién 5

1 3 20 20




Problema 4 [2.25 puntos].
Un campo gravitatorio esta descrito en coordenadas {v,r, z,y} por la métrica

2
ds* = —f(r) dv® + 2dvdr + 2—2 (daz2 + dy2) ,
donde ¢ es una constante con dimensiones de longitud y f(r) es una funcién de r conocida.
(a) Calcilense los simbolos de Christoffel I'?,, y I,

df

1
Fvvv - = f/ I‘Tm} = — ff, donde f/ . dT

2

Del parcial de diciembre.

(b) Un observador tiene r = rg, © = 9 e y = yo constantes. Héllese su velocidad
u* = ¢* donde x*(7) es la curva que sigue el observador en su movimiento.

Como el observador (particula masiva) tiene r, x e y constantes, su cuadrivelocidad u# = i#
satisface

—1= g/wu#uu = _f<TO) (uv)2 = u’=

(c) Determinese el médulo +/|a?| de su aceleracién a* = u®V  ut.

(o)
\/|_| 2\/f(7”0)

Basta operar:

NG
a' = u"Vout = u'Vut = u’ (Qut + I gu’) = T%,, (u“)2 ==

1 f/<r0) 1 /
= a Y o 3 07 0 3
( 9 f(ro) 2f (TU)
donde hemos usado que u* es ditinta de cero sélo para p = v y que u” no depende de v. Se
sigue entonces que

2

0 = gy a"a” = gy (a°) +2 g, a’a” = = resultado.
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Problema 5 [4.5 puntos]. En este problema es necesario entregar los célculos.

Un campo gravitatorio esta descrito por la métrica
2 2 2 2 ez
ds* = f(r) (= dt* + da® + dy?) —|—ﬁdr :

donde 0 < r < 00, —00 < t,x,y < oo y f(r) es una funcién por determinar. Sus simbolos
de Christoffel (la prima indica derivada con respecto a r) son

rt, :L/ re :L/ I :L/
T 2f Tr 2f yr 2f
2 2 1

r / r /
s FTCU:E =", =—= Frrr - ——.
202 v 202 / r

Iy =
(a) [1 punto] Demostrar sin hacer calculos explicitos, mediante argumentos de simetria
y la ley de transformacion para tensores bajo cambios de coordenadas, que R;, = 0 para
¥ =ux,y,r.
(b) [1 punto] Las tnicas componentes del tensor de Ricci distintas de cero son —Ry; =
R,, = Ry, y R,,. Calcilense.

T2f// Tf/ T2f/2
i = B = By = —< 2 TaE T 4€2f>

3f// 3f/ 3f/2

Rrr:_ -
of " orf T Ap

(c) [1 punto]| Determinar la funcién f(r) para que la métrica sea solucién de las ecua-
ciones de Einstein con constante cosmologica

1
R, — 3 guwR+ g =0. (4)

Determinar el signo de A.

flr) = (%)a con a= i\/—%/\@ signo(A) = — [ A<0 ]

(d) [1.5 puntos] Encontrar coordenadas {#, ¥, 7,7} en términos de las cuales la métrica
es conformemente plana. Escribir la métrica en las nuevas coordenadas. Usando la propiedad
de covariancia de las ecuaciones de Einstein, determinar R+ a partir de ellas. Recuperar R,,
a partir de R;,:.




(a) La métrica es invariante bajo el cambio
t—=t=—t, z—=2 =2 y—vy=y, r—r=r (5)
por lo que R[5 = Ra3. En particular,
Ry = Ryz para =z y,r. (6)

Por otro lado, la ley de transformacién de tensores bajo cambios arbitrarios de coordenadas
" — 2'P establece que

R ozt Ox¥
BT Gyt Gt T
Aplicandola al cambio (5) se tiene que
Ri;=—Ryp para 2 =umzy,r. (7)

De (6) y (7) se sigue que Ry = 0 para 2° = z,y,r. (Hecho en clase).

(b) Puesto que —Ry = R,, = R,,, basta con calcular una de ellas. Recordemos que

RBV = aoz Fa,@y - 81/ Fa,@a + Faaa Juﬁ - Faya Foaﬁ
Del resultado para los simbolos de Christoffel se sigue trivialmente que
3f 1
e=9."—--1.
w0 (57 3)
! 0.\ Teniend

— —g¢g. Teniendo en
V5"

cuenta este resultado y que los Christoffel solo dependen de r, se sigue que
3/ 1\ /3f 1
Ryzarrru_ér(svr ar ar Tz/ _Faua an 8
8 5 (2 7 T) + (2 7 r) T 8 (8)
Particularizando para [ = v =t se tiene
r2 / 3f/ 1 72 7"2]“/ ?”f/ T2f/2
Ry, =|— 1 L ) =f) 2T, T = —— + — :
4 <2122 f) i (2f 7’) (2@2 ) T or Tor T ey
f/ 7,2]0/
2f 202

Esta expresion también puede obtenerse usando que I'*,, =

Para § = v = x resulta

r? ' 3f 1 r? I
_f/TZf/
2f 202

El caso f = v = y es trivial, pues todos los Christoffel son invariantes bajo x < y.
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La ec. (8) implica para f = v = r que

1" /3 1\, [(3f 1 1
re= (1) -(57-7) +(57) (F) - [ertsrirs s miry v ),

3f2 1

4f2 + 7"2

0, lo que es lo mismo,
3 f” 3 f/ 3 f/2
Py _2rf+4f2‘
(c) Contrayendo (4) con ¢g"” se obtiene R = 4A, que substituida en (4) permite escribir
ésta tltima como R, = Ag,,. Como —Ry = R,z = Ryy ¥ —9u = Guz = Gyy, s0lo hay dos
ecuaciones distintas:

Rrr -

7“2f” Tf, 7"2f,2

Ry = Agnw < e + BYE] + 10 =—Af, (9)
Sf” 3f/ 3f/2 €2
— A _ _ = A 1
Rrr Grr 2f 2Tf + 4]02 7’2 ( O)
De aqui se sigue que
3 2 3r2 2
?(9)+£_2(10) & @F:_QA' (11)

Como el lado izquierdo es positivo, el lado derecho tiene que serlo. Esto fija el signo de A
como negativo. La ecuacién (11) tiene dos soluciones distintas,

a —a 4
fe(r) =cy <%> , C_ <%) , ¢y = constantes de integracién, a= \/—gAEQ.

Nétese que la combinacién lineal de ambas, ¢, r* + c_r™%, no es solucién. La
constante de integracién cL en ambos casos hay que tomarla como positiva pues queremos
que f lo sea. En caso contrario f seria negativa y tendriamos una métrica con dos direcciones
de tipo tiempo y dos de tipo espacio. Cambiando la escala de r mediante r — (ci)il/“r
podemos tomar ¢y = 1. Asi pues, escribimos

f(r)= <%)a a::l:\/—%l/\ﬁz.

Es trivial comprobar que estas f’s satisfacen las dos ecuaciones (9) y (10).

(d) La métrica puede escribirse

62
2 _ 2 2 2 2
ds —f(?")( dt” + dx” + dy +T2f(r)dr)'



Hacemos el cambio

t—t=t, z—=I=x y—y=y, r—7(r), (12)

con 7(r) cualquier solucién de

142 ~ 1+2
gi— L _(f oo (L : (13)
r/ f(r) T dr r

En las nuevas coordenadas la métrica es conformemente plana, pues
ds® = f(7) (— di* + dz* + dij* + di*) .

Como solucién de (13) tomamos (constante de integracién igual a cero)
o2 [0\ r [ 20\
¢ a\r 0 art '

lo que a su vez implica que
R r\* 40? 3
f<7”>—(z> =em= am A0 (14)

La covariancia de las ecuaciones de Einstein (toman la misma forma en todos los sistemas
de referencia) implica que Ry = Ags, es decir

Rir = Af(7).
Para recuperar R,, usamos que, bajo el cambio (12),

R = (j—)R - <§)2Af<f> ~ fea. (13)] = A 5.

como ya sabemos.



