Relatividad general y gravitacién - Soluciones
Examen final - 15 de febrero de 2016

Para aprobar la asignatura es necesario (1) obtener en la parte de minimos una califi-
cacién de 4 o superior, y (2) obtener una calificacién total superior a 5.

Los alumnos que obtuvieron una nota superior a 4 en el examen del 26 de enero estan
exentos de realizar la parte de minimos.

En las preguntas 7 y 8 es neceserario entregar los célculos. Usese para ellos las hojas
adicionales de la carpetilla.

Datos
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T = parametro afin
Parte de minimos

1 [1 punto] ;Cuédntas componentes independientes tiene el tensor de Riemann en cuatro
dimensiones?

20

2 [1 punto] Complétese el siguiente enunciado del principio de equivalencia débil para las
leyes de la Fisica:

En cada punto del espacio-tiempo en un campo gravitatorio arbitrario es posible escoger

un sistema de referencia ... inercial local (llamado en caida libre) tal que en un

entorno suyo suficientemente pequeno las leyes de la Fisica toman la misma

forma que en un sistema de referencia inercial no acelerado en ausencia de

gravedad.

Se pide el principio para las leyes de la fisicas. Las partes subrayadas son fundamentales.




3 [1 punto] Una particula con masa se mueve en un campo gravitatorio descrito en coor-
denadas locales (t,z,y, z) por la métrica

ds? = —e 29/ 2qi? 4 da? + dy* + dz*.

Se sabe que dz/dt = dy/dt = dz/dt = 0 en t = 0. Calctilese dz?/d7? en t = 0.

Pz

dr? -4

t=0

Mismo problema que en el examen del 26.01.2016. Recordemos que las ecuaciones de las
geodésicas se obtienen como

d (8Lef) 0Lt

dr\9ir)  Ozn

d
=0, punto=—, 7 = pardametro afin, (1)
dr dr

con L la lagrangiana efectiva. En nuestro caso
Lot = gy & 3" = _ o~ 2am/c? 242 + a2 4 y2 + 32,
por lo que las ecs. (1) toman la forma

2cPe 200/ — consty, i—ae 2w/ = 0, 1 = consto, Z = consts.  (2)

A su vez, la condicién de la capa de masas g, 2"7" = —c? es
_ 2 : . . .
—e 72w/ L 2 P 4 2= P (3)

De las condiciones iniciales se sigue que

. dx ; ) . :
$’t:0 = t t—o: 0, analogamente: y‘t:O = Z}t:() =0.

La ec. (3) implica entonces que e~2%%/ 02752‘ —o = 1, ¥ la segunda ecuacién de (2) conduce al
resultado.

4 [1 punto] Calctilese el simbolo de Christoffel I, de la métrica (¢ = 1)
ds* = —[dt + f(z) dx]2 +da? + dy?® + d2?,

donde f(x) es una funcién arbitraria de la coordenada x.

df (x)
dx

t
wa -

Célculos en la ec. (4) del problema 7.



5 [1 punto] Escribanse cuatro vectores de Killing de la métrica (¢ = 1)

ds2:1(—dt2+d:c2+dy2)+zd22, r,y,r € R, z€R,.
z
5_8 € = 0 € = 5]
Y ' oz P oy
¢ 9 g & = t8 + 2l § ¢ s ' J
=-—r— — Y— =t— xr— - t— i
YTy " Yoa "~ oz " Yot ° Yot

Los tres primeros son triviales, pues las coordenadas ¢,z e y son ciclicas. En cuanto a los
otros basta notar que, en una seccion z = zy = const, la métrica zo_l(—dt2 +dx? + dy?) es la
de Minkowski en tres dimensiones, por lo que sus isometrias son las mismas. £ no cambia z
y genera rotaciones en el plano xy, v &5 v £ no cambian z y generan respectivamente boosts
en las direcciones de x e y.

Parte de mejora

6 [1 punto]. Una particula con masa se mueve en un espacio-tiempo de Schwarzschild

dr? 2
ds? = —f(r)df? + S 4 12 (d® + sin®0dp?), f=1- "2,
f(r) r
La particula sigue una 6rbita r = R = const, § = 7/2. Calcilese su momento angular por
unidad de masa L.

m

L=R, —
R —3m

Hecho en clase. Se substituye ft = E, 0 = 7/2 y r2¢p = L en @2 = —1. Tras derivar con
respecto a 7 y simplificar una 7, se obtiene

2

L 2m L? 2 212
Beitaf(1+5) = 2+ (1+5) - (1-) 5 =0
2 r /) ors

Para r = R = const, se tiene
2

(1 + %) — <1 — 2%)% =0 = resultado

7 [1.5 puntos]. Considérese un espacio-tiempo descrito en coordenadas locales (t,x,y, 2)
por la métrica (¢ = 1)

ds? = —[dt+f(w)dx]2+dx2+dy2+ dz*,

con f(x) funcién de z. Discutase si se trata de un espacio-tiempo plano. ;Existen coorde-
nadas en las que la métrica toma la forma de Minkowski.



Primera forma. Mismo procedimiento que para el problema 42 hecho en clase. Para
que sea un espacio-tiempo plano, el tensor de Riemann, no el de Ricci, debe ser cero. Com-
probémoslo. La métrica

ds* = —dt* — 2f dtdx + (1 — f?) da* + dy® + dz*

en notacién matricial convencional es

-1 —f 00 —1+f —f 00
-r1-r20 0 » —f 1 00
I ={ 0 o 10| 9 0 0 10
0O 0 01 0 0 01

Calculemos los Christoffel. Usando

F;LV/\ _ 1 gy,p agpA + agy)\p o agl/>\
2 oy dy oyr

se tiene
o [, =0, pues g% # 0 requiere p =y y 0y9as = Ougys = 0 para todo a y 3.
e Andlogamente, I'%,, = 0.

e Argumentos similares para t y x implican que I',y y I'%,, sélo podran ser disitintos de
cero para {v, \} en el rango {t,z}. Empecemos por I',:

1
Iy, = B 9" (OtGpt + OrGrp — Opgre) = 0,
t 1 tp 1 tx
th = 5 g (atgpm + 8zgtp - apgtz) = 5 g (azgta: - 8zgtx) = 07
t 1 tt 1 tx
1 ’ 1 ! /
= S (2 5 (D= Y = (@)

donde la prima indica derivada con respecto a x. Pasemos a I'%,y:

1
Iy = 5 9 (Oigpt + O19tp — Opgu) = 0,
T 1 xp 1 T
r tr — 5 g <8tgpa: + aa:gtp - apgta:) = 5 g (8a:gtw - 6wgtw) =0 )
x 1 xt 1 TT
r Tx — 5 g (axgtx + amgmt - athx) + § g (axgxac + a:tg:w: - amg:wc)
1 1 ,
=5 (=N 2 +5@1) 1-f% =o0.

En resumen, el tinico Christoffel distinto de cero es

I, = f'(x).



Se sigue que 'Y, %3 = 0, pues I'Yy, # 0 requiere « =ty pp =0 =z, peroy ['7%,53 =0. A
su vez, 9, I'%, no nulo necesita « =ty = § = v = x, que corresponde a R, que es cero
por las simetrias del tensor de Riemann. Asi pues,

R%s, =0.

Esto implica que la métrica es plana para toda f. Por tanto, existen coordendas en las que
toma la forma de Minkowski.

Nota. Si se determina I'*,, a partir de las ecuaciones de las geodésicas, los calculos son
como siguen. Las geodésicas que resultan de usar (1) con

Lot = g i" 3" = — 2= 2fti + (1 — f3)i® + 9> + 2*

G (aicapi =0 = ik fiefit=o.
A apiva- i) - @FiE -2t =0 = fi- (1= it =0,
Lj=0 = j=0,

d
%2:0 = z=0.

Mutiplicando la primera por f y restandole la segunda se obtiene & = 0, con lo que la primera
se reduce a t + f'#* = 0. Es decir,

t+fi*=0, =0, =0, =0.
De aqui se leen los Christoffel escritos arriba.
Segunda forma. Introduzcase una nueva coordenada temporal T,
t=T+g(x) = dt=dT+ ¢ (z)dz,
donde g(z) es una funcién de x a determinar. Entonces
—dt* —2f dtdr + (1 — f2)da® = —dT? = 2(f + ¢)dTdx + [1 — f> = 2f ¢ — (¢)*] da®.

Es claro que, tomando

f+d=0:>ﬂ@=—/ﬁﬂ@rétzT—/ﬁﬂ@,

T xT

la métrica adopta la forma de Minkowski
ds* = —dT? + da® + dy? + d2*,

que prueba su caracter plano.
Este mismo razonamiento se usé en clase para eliminar los términos dt dr en una métrica
estatica con simetria esférica. Aqui x juega el papel de r.



Para obtener la maxima puntuacién bastaba con resolver el problema de una forma.

8 [2.5 puntos]. Considérese una métrica dada por
ds? = —dt* + 12* da® + t*dy® + t*°d2?,

con a, b, c reales. Calctilense las condiciones que deben satisfacer a, by ¢ para que sea soluciéon
de las ecuaciones de Einstein en el vacio. jExisten soluciones para a, b y ¢ enteros?

Notacién. Usaremos 2’ = (z,y,z) coni =1,2,3 y a1 =a, ay = b, as = c.
Ojo: ja; no es un 3-vector! Para evitar confusiones, las sumas sobre i las escribiremos
explicitamente.

Primero se calculan los Christoffel. De

—1 —1
t2a t—2a
gl“/ = th ) gM - t*Qb
tZC t—QC

se sigue que

1
Faﬁ - (_1) (aoz gip + 8,3 Jat — at gaﬁ) -5 at Jap

1
2
1 o 1o
Flaﬁ = 5 Z gZ] (aa g]B + aﬂ ga] ] gaﬁ 5 Z g a g]ﬂ + aﬁ gaj)
7j=1

j=1
Los tnicos Christoffel distintos de cero son, por tanto,

I = a;t* b = % : (5)

Nota. Para aquellos que prefieran obtener los Christoffel a partir de las ecuaciones de las
geodésicas, la lagrangiana efectiva es

Lo = — 12 + 12932 4 1202 4 1232
y ésta da lugar a las geodésicas

t4at™® a2 £ ot® @2 4 et* N i? =0,
2a

. —'[/:.:O

w+t x ,

2.

y+—ty=0,
t

. 2¢ .

2’4—?61?2:0.

De aquis se leen las expresiones (5).
A continuacién se calcula el tensor de Ricci

Rﬁy = aa Faﬂu - au Faﬂa + Faaa FUVB - Faua Faaﬁ .



Invariancia de la métrica bajo #! — —z! y las propiedades de transformacién del tensor de
Ricci bajo este cambio implican que la tinica componente Ry, distinta de cero es Rq;. Lo
mismo ocurre para Ry, v Rs,. Asi pues, las inicas componentes en principo no nulas del
Ricci son Ry y R;;. Calculémoslas. Usando el resultado para I'*,, y

1 1
F”/u/ — Tgalﬂ/_g = ; (al —|—a2—|—a3) 5Vt,

se tiene

1

1 1
Ry =0— 8t[¥(a1+a2+a3)} ‘*‘O—t_g(a%‘*‘ag"‘ag):ﬁ

(%‘ - a?),

1

3
j=

3
1 i _
Rii = at (ai t2ai_1) — 0 + ; (CLl + a9 + ag) a; tzai_l — 2(1%' tQai_l (1? = t2(a2_1) a; (Z (lj — 1) .

=1

Las ecuaciones de Einstein en vacio R, — % g R = 0 puede escribirse 2, = 0. En nuestro
caso éstas se reducen a

3 3
Zaf—z%zo, (6)
=1 =1
3
az<zaj—1):o, i=1,2,3. (7)
=1

Distinguimos dos posibilidades
1) Z?Zl a; # 1, en cuyo caso las tres ecuaciones en (7) implican

Solucion 1: a3 =0, a, =0, a3 =0.

2) 2321 a; = 1. Etonces la ec. (6) implica una de las siguientes tres soluciones:

Solucién 2: a; =1, ap, =0, a3 =0,
Solucion 3: a; =0, aa =1, a3 =0,

Solucion 4: a; =0, a, =0, a3 =1.



