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En los problemas 1 a 4 no entregue sus calculos. En los problemas 5 y 6 entregue
sus operaciones.

Formulas de utilidad

Para signatura (—, 4+, +, +) se tiene:

' 1 dg,n  0¢u,  Ogux
S TH L = Z gk P L —
Christoffel : I\ = 59 (8y” + o oy

Riemann : Raglw = 8# Fagy -0, Fagu + Faﬂg 01,5 —I%, ngg
Ricci : ng = Raﬁal,

B dx#

Ceodésicas : i + T 523" =0 = s T = pardmetro afin
T

Sean g,, () ¥ G (z) dos métricas en dimensién cuatro tales que g, = Q*(x) g, con Q(x)
funciéon de las coordendas. Sus tensores de Ricci estan relacionados mediante la expresién

Ry =R, —2V,V,(InQ)+2V,(InQ) V,(InQ)
— G V(I Q) = 2 G, 3°° Vo (In Q) Vs(In Q)

donde V,, es la derivada covariante de .



1 [1 punto] ;Cuédntas componentes independientes tienen los tensores de Riemann, Ricci y
métrico en tres dimensiones?

Riemann: 6 Ricci: 6 Métrico: 6

. Cuanto vale el tesor de Weyl en tres dimensiones?

Weyl 0

up

2 [1 punto| Escribanse cuatro vectores de Killing para la métrica
ds? = 24°0) ( —dt* + sz) + dp* + p26232(p) do*, 0<p, 0<6<2r,

con A(p) y B(p) funciones de p.

glzat 62:8z

&3 = 0p §4 =20+ 10,

3 [1 punto] Sendlense cudles de las siguientes afirmaciones son correctas.

B En cualquier punto de un espacio-tiempo es posible escoger un sistema de referencia
en el que los efectos de la gravedad son inobservables en ese punto.

O Si los simbolos de Christoffel se anulan en un sistema de referencia entonces se anulan
en todos los sistemas de referencia.

[J La condicén necesaria y suficiente para que un espacio-tiempo sea plano es que el tensor
de Ricci se anule.

B Un espacio-tiempo bidimensional es plano si y sélo si su escalar de Ricci es cero.



4 [1 punto]. Considérense dos observadores en reposo en un campo gravitatorio dado por

2 r? 2 dr? 2 2 .2 2
ds* = — 1—|—€—2 dt—l——rQ—l—r(dQ + sin“ 0 do?) ,
1+

€2

donde ¢ es una constante con dimensiones de longitud. El primero se encuentra en r; = a,
0, = m/2,¢1 = 0; y el segundo en ro = b, 0y = 7/2, ¢ = 0, con b < a << (. El primero
emite luz que viaja con § = 7/2 y ¢ = 0 y ésta es observada por el segundo. Calcilese
el desplazamiento que observa este ultimo e indiquese si es hacia el infrarrojo o hacia el

ultravioleta.

vy—1, a®—b?

121 222

Desplazamiento hacia el _ultravioleta

Si 11 y vy denotan las frecuencias observadas, el cociente entre las mismas es

vy g (X1) _ <1+ ﬁ>1/2 (1+ ﬁ)—l/z
41 gtt<X2) i e

Desarrollando en serie de potencias de r3/¢* y r?/(* |

2 2
Vg ry—7r
LR 2

" 57 + ...

Como ry > ry se tiene que vy > vy, por lo que la frecuencia observada por 2 es mayor que la
observada por 1. Es decir, hay desplazamiento hacia el ultravioleta y
Vo (12 — b2

= 1= —
1241 262



5 [3 puntos]. Determinese la funcién f(z) para que
ds* = f2(z) (— dt* + do* + dy* + dz*)

sea solucion de las ecuaciones de Einstein con constante cosmoldgica

1
Rp,u_ég;wR‘f’Ag;w:O- (1)

Determinese el signo de A.

A -1
f(2) :(CO + 2/ — 3 ) , o =const integraciéon, A <0

Escriba sus operaciones y razonamientos en el espacio que sigue.

La métrica dada, llamémosla g,,, es de la forma

Guv = Q277uu .

con 1), la métrica de Minkowski. Este es un caso particular de transformaciéon conforme,
con Gy = N y 2 = f. Usando el formulario de la primera pagina y teniendo en cuenta
que para g, = 1w se tiene V, = 0, y R,, = 0, resulta

Ry = ~28,0,(In ) + 2 8,(In f) 0, (10 f) — 1 *(In f) — 2 10, 7 Bu(In ) Ds(In f)

Como f s6lo depende de z,

!

au(ln f) =0

f
I f// f/2
8M0y(lnf) = 5M5V (7 — F) s
gy £ L
a (hlf) - f f2 )
f/2
O,(In f) 0,(In ) = 6%, 6% F ,

2
I
donde la prima denota derivada con respecto a z. Esto implica que

B ; f// f/2 > (f// f/2 )
W = 5p,5u - 7 | T Nw\ —F — | .
i =200% (= 7 4255 ) (4 5

07 0a(In f) O5(In f) =

En componentes

1 12 " 12
Rtt:—Rxwz—Ryy:f?—F?—z, Rzzzg(—f—+f—>



Las ecuaciones de Einstein (1) pueden escribirse en cuatro dimensiones como

R =Agu .
Sus componentes son
(t), (x2), (uy) - f7 n J}— — AP 2)
(22) —%+%:%Af2. (3)

Sumando (2) y (3), 2
64

Para que f y f’ sean reales, la constante cosmoldgica debe ser negativa. En este caso, la
integral de (4) es

/ -1
(%) = — % = f(z) = (co + 24/ — % ) , ¢o = const. de integracién  (5)

Noétese que (2) y (3) son dos ecuaciones diferenciales distintas para la misma f, por lo que
hay que comprobar que son compatibles. Substituyendo (4) en cualquiera de ellas se llega a

f// B 2A

[
Es trivial comprobar que la f obtenida satisface esta ecuacién para toda cy. Asi pues (2)
y (3) son compatibles y la métrica dada resuelve las ecuaciones de Einstein para f en (5).

El problema también puede resolverse calculando los Christoffel y partir de estos el tensor
de Ricci. De esta forma es algo mas largo, pero no mucho mas, pues la forma diagonal de la
métrica y el hecho de que las tnicas derivadas distintas de cero son conrespecto a z simplifica
considerablemente los calculos.



6 [3 puntos] Considérese el espacio-tiempo bidimensional

2
a

d32:—2(—dt2+dx2), teR, reR,, a=const.
x

(a) Demuéstrese que las ecuaciones de las geodésicas son

f—ka? o F-2ii—0, (6)
X
1.
j—z(t%ﬁﬂ):o, (7)

donde el punto indica derivada con respecto a un parametro afin y k& es una constante
(cantidad conservada). Ecuéntrense a partir de ellas los simbolos de Christoffel.

(b) Demuestrése que las geodésicas estan dadas por
v? — (t —ty)* = £R?,
donde ty y R son constantes reales. Ayuda: escribir la ec. (II) como
d*x?
— =2 8
e (8)
e integrar esta tultima.

(c) Témese t, = 0, calctlese g, @"3" y discttase el género de las geodésicas atendiendo
al valor de R.

Nota. El problema estd enunciado de forma que la solucién a ninguno de sus apartados
depende de que se hayan resuelto los otros.

Escriba sus respuestas en el espacio que sigue.

(a) The geodesic equations can be obtained from the Euler-Lagrange equations

d (OLet OLet B A L
Noting that
aLef L 2a2t‘ aLef B 0
8t a 1’2 815 ]
0L  2ad° O Lt 9242 S

we produce egs. (6)-(7) above. The Christoffel symbols are read from the geodesic equations
as

t T x 1
e =T% = 1% = ——.
x
(b) Using the chain rule we write
. dr dx dt dx ; (9)
rT= —=——— = —
dr dt dr dt

P

d*x d (dx . d’z ., drv .



Substitution of eq. (9) in eq. (6) gives

. 2% dx
t— = =0 11
With this, eq. (10) can be recast as
d’z da\* 22
P2y () 12
Tt T (dt) " (12)

Using now eqs. (12) and (9) in eq. (7), we obtain
L [P 1 (de\? 1
Ples - (=) —=]=0.
{ dt? N x (dt) x} 0

d?z dz \? d [ dx
xdt2+(dt) = dt(‘”dt) & e (8)

Integrating eq. (8) twice over ¢, we have

Hence

dx?
— =2(t—t
dt ( 0)7
2? = (t—ty)* £ R?, (13)

with t; and R? integration constants.

(c) Setting ty = 0 and differentiating eq. (13) with respect to ¢t we have dz/dt = t/x.
The square of the tangent vector ©* to a geodesic is

. a? 9 .o a?t? dz\* a?t? 2 a?t? 9 919 12
gwx“x :ﬁ |:—t +.T:| ?|:—1+<E) :| ?|:_1+P:| ::F?R = Fa k‘ R s

where k is the constant in (6). Timelike/spacelike geodesics have R # 0 and corre-
spond to taking the negative/positive sign in the equation above, whereas null
geodesics have R = 0.



