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Problema 1 [2.5 puntos]. Señalar con una V las afirmaciones verdaderas y con una F
las falsas. Cada respuesta correcta puntúa 0.5 puntos. Cada respuesta incorrecta penaliza
0.25 puntos.

F
Un observador en cáıda libre en un campo gravitatorio se mueve según una geodésica
de género luz.

F
Un covector ωµ permance invariante bajo un cambio de coordenadas si el campo
vectorial que genera el cambio es de Killing.

V

Un espacio-tiempo es plano si y sólo si en todo punto P del mismo es posible escoger
un sistema local de coordenadas {xµ} en el que gαβ(x)

�

�

P
= ηαβ , ∂γgαβ(x)

�

�

P
= 0 y

∂µ∂νgαβ(x)
�

�

P
= 0.

V En dimensión tres, una métrica es plana si y sólo si su tensor de Ricci es cero.

F En dimensión tres, una métrica es plana si y sólo si su escalar de Ricci es cero.

Problema 2 [1 punto]. Escribir en un sistema local de coordenadas {x0, x1, x2} las
componentes linealmente independientes del tensor de Riemann en tres dimensiones.

R0101, R0102, R0112, R0202, R0212, R1212



Problema 3 [1 punto]. Sea la métrica (unidades c = 1)

ds2 = −e2A(�)dt2 + d�2 + (�2 + �20) (dθ
2 + sin2 θ dφ2),

donde A(�) es una función de su argumento, �0 es una constante con dimensiones de longitud
y

−∞ < t, � < ∞, 0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ φ < 2π.

Calcular sus śımbolos de Christofell Γt
µν . Escribir sólo aquellos que sean distintos de cero.

Γ
t
t� = Γ

t
�t =

dA(�)

d�
Operaciones al final

Problema 4 [1 punto]. Encontrar la transformación δωµ = ω̄µ(x)−ωµ(x) de un covector
ωµ bajo el cambio de coordenadas xµ → x̄µ = xµ + � ξµ(x) generado por el campo ξµ.

δωµ = −�
�

ξα∂αωµ(x) + ωα(x) ∂µξ
α(x)

�

+ O(�2)

Por definición de covector,

ω̄µ(x̄) =
∂xα

∂x̄µ
ωα(x) .

Usando

xα= x̄α
−� ξa(x) ⇒

∂xα

∂x̄µ
= δαµ−�

∂ξα

∂xβ

∂xβ

∂x̄µ
= δαµ−� ∂βξ

α(x)
�

δβµ+O(�)
�

= δαµ−� ∂µξ
α(x)+O(�2) .

se tiene
ω̄µ(x̄) = ωµ(x)− � ωα(x) ∂µξ

α(x) +O(�2) (A)

Por otro lado,

ω̄µ(x̄) = ω̄µ

�

x+ �ξ(x)
�

= [Taylor] = ω̄µ(x) + � ξα∂αω̄µ(x) +O(�2)

El término � ξα∂αω̄(x) es ya de orden 1 en �. Como ω̄µ(x) = ωµ(x) +O(�), se tiene entonces

ω̄µ(x̄) = ω̄µ(x) + � ξα∂αωµ(x) +O(�2) . (B)

Igualando (A) y (B) se llega a

ωµ(x)− ωα(x) ∂µξ
α(x) = ω̄µ(x) + � ξα∂αωµ(x) +O(�2) ⇒ resultado en la caja .
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Problema 5 [3 puntos]. En los apartados (c) y (d) es necesario entregar los
cálculos. Usar para ellos el espacio en blanco que les sigue.

Un campo gravitatorio está descrito por la métrica (unidades c = 1)

ds2 = −f(r) dt2 +
dr2

f(r)
+ r2

�

dθ2 + sin2 θ dφ2
�

, f(r) =

�

1−
m

r

�2

.

(a) Encontrar las cantidades conservadas y escribir en términos de ellas la condición
sobre ẋ2 para las geodésicas de género luz y tiempo.

Por conservación de momento angular, las geoésicas están contenidas en un plano, que
(mediante elección adecuada de los oŕıgenes de coordendas para los ángulos θ y φ) puede
tomarse sin pérdida de generalidad como el plano θ = π/2. Con esta elección se tiene

E := f(r)ṫ , L := r2φ̇ son cantidades conservadas sobre las geodésicas.

La condición para ẋ2 es

E = ṙ2 +

�

L2

r2
− k

�

f(r) , con k = −1 para género tiempo y k = 0 para género luz.

(b) ¿Es posible que la luz quede atrapada en en una órbita r = r0 = const? De ser el
caso, determinar r0.

Śı, en r0 = 2m Operaciones al final

(c) Encontrar las trayectorias t = t(r) de los rayos de luz que, con θ y φ constantes,
viajan hacia el exterior.

(d) Escribir la métrica en coordenadas (v, r, θ,φ), donde v = t + t(r), y discutir sus
singularidades.

(c) Los rayos de luz (ds2 = 0) con θ y φ constantes (dθ = dφ = 0) satisfacen

0 = −f(r) dt2 +
dr2

f(r)
⇒ ± dt =

dr

f(r)
. (C)
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