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Problema 1 [2.5 puntos]. Senalar con una V las afirmaciones verdaderas y con una F
las falsas. Cada respuesta correcta puntia 0.5 puntos. Cada respuesta incorrecta penaliza
0.25 puntos.

Un observador en caida libre en un campo gravitatorio se mueve segtin una geodésica
de género luz.

Un covector w, permance invariante bajo un cambio de coordenadas si el campo
vectorial que genera el cambio es de Killing.

Un espacio-tiempo es plano si y sélo si en todo punto P del mismo es posible escoger
un sistema local de coordenadas {z*} en el que gaﬂ(az)‘P: N s Oy9ap(T)| = 0 ¥

8payga3(x> ’p: 0.

En dimensién tres, una métrica es plana si y sélo si su tensor de Ricci es cero.

En dimensién tres, una métrica es plana si y sélo si su escalar de Ricci es cero.

Problema 2 [1 punto]. Escribir en un sistema local de coordenadas {z° x!, 2%} las
componentes linealmente independientes del tensor de Riemann en tres dimensiones.
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Problema 3 [1 punto]. Sea la métrica (unidades ¢ = 1)
ds? = —*AOat? 4 de* + (02 4 02) (d6* + sin® 6 d¢?),

donde A(?) es una funcién de su argumento, ¢, es una constante con dimensiones de longitud

y
—o<tl<oo, 0<O0<m 0<¢<2m

Calcular sus simbolos de Christofell I'*,,,,. Escribir sélo aquellos que sean distintos de cero.

Ity =T" —dA(E) O iones al final
e =Tu=—2—= peraciones al fina

Problema 4 [1 punto]. Encontrar la transformacioén dw,, = w,(z)—w,(x) de un covector
w, bajo el cambio de coordenadas z# — 7# = 2 4 € {#(x) generado por el campo &¥.

5 = —€[€700w, (@) + wa(®) B,6%(2)] + O(?)

Por definicién de covector,

- ox®
w0, (T) = G wa(T) .
Usando
« —Q a al’a (0% aé_a axﬁ « (0% (0% (6%
%= 1%l (r) = o = Vi€ 5g 5 = 0h—e Os¢ (z) [6%,40(e)] = 0%—€ 0,6 (x)+O(e?) .
se tiene
©u(7) = wu(x) — ewa(w) B (x) + O(€?) (A)

Por otro lado,
©0,(Z) = @, (2 + €£(z)) = [Taylor] = @, () + € £*0uiu(z) + O(€?)
El término € {*0,w(z) es ya de orden 1 en e. Como w,(x) = w,(x) + O(e), se tiene entonces
5u(E) = B() + € €0, (x) + O(E?). (B)
[gualando (A) y (B) se llega a

W (1) — wa () 0,6% () = @u(7) + €£Opw,(x) + O(€) = resultado en la caja.
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Problema 5 [3 puntos]. En los apartados (c) y (d) es necesario entregar los
calculos. Usar para ellos el espacio en blanco que les sigue.
Un campo gravitatorio esta descrito por la métrica (unidades ¢ = 1)
2 o dr® 20702 | win 2 m*
ds* = —f(r)dt* + — +r*(d¢* +sin®0de*), f(r)=(1——) .
f(r) r
(a) Encontrar las cantidades conservadas y escribir en términos de ellas la condicién
sobre 72 para las geodésicas de género luz y tiempo.

Por conservacion de momento angular, las geoésicas estan contenidas en un plano, que
(mediante eleccién adecuada de los origenes de coordendas para los dngulos 6 y ¢) puede
tomarse sin pérdida de generalidad como el plano @ = 7 /2. Con esta eleccién se tiene

E:= f(r)t, L:=nr%¢ son cantidades conservadas sobre las geodésicas.

La condicién para 3?2 es

2

L
E=17%+ (E — k> f(r), con k = —1 para género tiempo y k = 0 para género luz.

(b) (Es posible que la luz quede atrapada en en una 6rbita r = ry = const? De ser el
caso, determinar ry.

Si, en rg = 2m Operaciones al final

(c) Encontrar las trayectorias ¢t = t(r) de los rayos de luz que, con 6 y ¢ constantes,
viajan hacia el exterior.

(d) Escribir la métrica en coordenadas (v,7,6,¢), donde v = t + t(r), y discutir sus
singularidades.

(c) Los rayos de luz (ds* = 0) con 0 y ¢ constantes (df = d¢ = 0) satisfacen

dr? d
! = +dt= "

0=—f(r)dt +f(r) )
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