40. (a) Demuéstrese que el tiempo propio que un observador en caida libre en la direccién

radial en la geometria de Schwarzschild tarda en alcanzar r = ry, si inicialmente se encuentra
en reposo en r = ro > 2m, es

i1 i ( Py )
Trosr = —4/ — (o1 +sinay
7 e ¥ 8m !

donde el dngulo o es la solucién entre 0 y 7 a la ecuacién
To
ry=—(1+cosa;).
1= 21+ cosan)

Este resultado prueba que el observador en caida libre tarda un tiempo finito en alcanzar el
radio de Schwarzschild pues, en este caso r, = 2m. Nétese que este tiempo finito del que
hablamos es el tiempo propio del observador, es decir el que mide él mismo.

(b) Como caso particular témese 7 = 0. Entonces se tiene oy =7 y

7w | rd

Trg—0 = .
* cV 8m

Considérese el caso del Sol y supongase que el observador parte de la superficie del mismo
(ro = Rso = 7 % 10%m). Pruébese que 7r_o ~ 30 minutos.

Nota. El tiempo 7,,—0 puede interpretarse como una estimacién del tiempo de colapso gravitacional.
En un cuerpo estable, a la fuerza gravitaroria se opone la presion interna del cuerpo, de sentido contario.
Si la fuerza gravitatoria es mayor, el equilibrio se rompe y se produce colapso hasta que la presién interna
vuelve a igualar a la fuerza gravitatoria. Esta interpretacién como tiempo de colapso gravitacional es
un tanto formal pues no tiene en cuenta la forma de la métrica en el interior del cuerpo.
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41. Considérese, en un campo gravitatorio de Schwarzschild, un observador estatico
infinitamente alejado, de forma que su coordenada r es constante pero muy grande. Como
dX oo\ 2 dx
—dr e —di? [14+ (52) ] = —df? para r > 00 y =2 =0,
e dt % Y Tat
su tiempo propio 7., es proporcional al tiempo coordenado t. Este observador percibe la
trayectoria de un segundo observador en caida libre como una funcién de 7., que,

de acuerdo con lo anterior, puede tomarse como el tiempo coordenado t. Para el segundo
observador se tiene

E:(l—g—m)ﬁ

r Jdr’
g-; = 0 (caida libre en direccién radial),
dr\2 2m
v [ ekl R o
= (d‘r) +1 r

con 7 su tiempo propio. Demuéstrese a partir de las ecs. (2) y (4) que

dr r—2m

Ez 2m

para 1 — 2m*

Téngase en cuenta al hacerlo que r decrece segin aumenta ¢. Pruébese que el tiempo que
segtn el observador estdtico tarda el observador en caia libre en alcanzar r = 2m es infinito.

Es decir, el observador estdtico nunca verd al observador en caida libre alcanzar el radio de
Schwarzschild.
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