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Los libros de donde se toman los ejercicios estdn indicados entre corchetes, asi [M&T] es Mars-
den&Tromba, [Str| Strauss, [Sne] Sneddon, [PA] Puig Adam, [E] Elsgoltz, [PAr] Pepe Aranda apuntes
PDE, [W] Weinberger, [Za] Zauderer, [To] Tolstov, etc.

Los problemas en rojo se proponen como ejercicios al alumno. Los problemas en negro los hago yo
en clase. La solucién de muchos de estos problemas se encuentra en la pagina web de la asignatura.

INTRODUCCION Y GENERALIDADES

1. [Str, pg 5] For each of the following equations, state the order and whether it is nonlinear,
linear inhomogeneous, or linear homogeneous; provide reasons.

(a) up —Uggy +1=0 (b) Ut — Ugg + Tu =0 (C) Ut — Uggt + utiy =0 (d) utt_uww+$2 =0
(€) duy — Ugg +ufz =0 (f) ug(1+u2)~2 4+ u,(1 —{—uz)_l/Z =0 (g) ug+e¥uy =0
(h) w + Upgzr + V1+u =0

2. Sea la superficie z =t + s,y = —t + 52,z = t + s® dada en forma paramétrica. Demostrar que
82_332+2s 82_332—1
or 1+2s’ oy 1+42s’
0 0
Usando estas férmulas comprobar que 9z 9% _
or Oy

3. [M&T, pg 447, 448] Encontrar la ecuacién del plano tangente a cada superficie en el punto
indicado

(a) z =u?%, y = usine?, z = %ucos e’ en (13,-2,1)
e (b) z2=322+8ry,z =1,y =0
o (c)z® +3ry+22=2,2=1,y=1/3,2=0

4. Calcular la ecuacién en derivadas parciales de primer orden cuya solucién es (a) z = f(z2 +1?)
(esto es una superficie de revolucién alrededor del eje z), siendo f una funcién arbitraria de
clase adecuada (o sea, muy buena). Hacer lo mismo con

(b) z = zy + f(z? + °),
Ty
(© z=f(2),
(d) z= f(z—y),
(e) flz?+ 9%+ 2% 22— 2zy) = 0.
Este problema es de [Sne, pg 47|, y el enunciado original era: “Eliminate the arbitrary function
f from the equations”, que traducido al espanol es: un profesor quiere poner un examen a un

alumno y lo hace asi: primero escribe la que va a ser la solucién del problema, luego deduce
la ecuacion.
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e En el ejercicio 3 del examen de Junio de 2009 habia que resolver la siguiente ecuacién
diferencial ordinaria

f+ fror_ 2 donde f = f(r).

r r2 14r2

., - , 6)) .
La solucién de la ecuacién homogénea es ¢; r + — (es una ecuacién de Euler) donde ¢, ¢ son

r
constantes arbitrarias. Usar el método de variacion de constantes para calcular la solucién
general de la ecuaciéon dada. Si lo usiis de memoria, mejor. Si no, como podais.

Comentario: A ojo no sale de ninguna manera una solucién particular esta ecuacién, de ninguna
manera. Asi que hay que tirar de variacién de constantes. Cuando sale a 0jo, no hay que usar
variacién de constantes, por supuesto.

ECUACIONES EN DERIVADAS PARCIALES DE PRIMER ORDEN

[Str, pg 9] Solve ug + uy + u = e**% with u(z,0) =0

0 0
[E, pg 252] Dada la ecuacién a_z — a_z = 1, hallar la superficie integral que pasa por la curva
€z Y

2 2 = s3. Solucidn: la superficie del problema, 2.

directriz z = s,y = s
[E, pg 284] Resolver las ecuaciones: a) u; + uy + u, = 0, b) zu, + 2yu, + 3zu, = 4u.

[Str, pg 9] Solve the equation yu, +zu, = 0 with the condition u(0,y) = e ¥, In which region
of the zy plane is the solution uniquely determined?

[PAr] Sea uy — 2yu; = 2yu. Hallar la solucién que satisface los datos de Cauchy: i)
u(z,1) = e %, ii) u(2y,y) = 0, discutiendo la unicidad de las soluciones.

e [Examen Sep08] Sea la ecuacién de primer orden
1+ uw)ug + yuy = u.

i) jEs ¢ = £ —Iny+ u una caracteristica? ;Y ¢; = z —Ilny —u? ¢y es una constante arbitraria

ii) Calcular por el método de las caracteristicas la solucién general de la ecuacién. Aclaracion 1:
En las ecuaciones no-lineales no se empene en despejar u, pierde su tiempo, se deja como sale.

iii) Calcular la solucién que cumple u(z,1) = z. Aclaracion 2: A veces hay que sacar la funcién
arbitraria probando de dos manera. Pero no hay que asustarse por ello. Es una ecuacién no-
lineal, y puede pasar de casi todo.

e [Examen Sep09] Resolver por el método de las caracteristicas los dos siguientes problemas:

) { ur + etug + 2tu =0 i) { ut + etug + 2tu? =0
U(ZE,O) = g(.T) ’ u(m,O) = g(.’L‘)

e [Examen Jun07] Sea la ecuacién
YUy — TUp = U + 21

y los datos de Cauchy i) u(z,0) = —z, ii) u(z,2) = 7z. Hallar la nica solucién que satisface
uno de ellos y dos soluciones distintas que cumplan el otro.
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[Sne, pg 24| [Pfaffian Equations] Verify that the differential equation
(v? +yz)dr + (zz +2°)dy + (y* —zy)dz =0

is integrable and find its primitive.

Hay un teorema que dice que una vez encontrado en una ecuacién de Pfaff un factor integrante,
uno puede encontrar una infinidad de ellos. jSabria encontrar otro ademds del ya obtenido?

[E, pg 264] Integrar la ecuacién (el campo vectorial de los coeficientes tiene torbellinos, pero
pueden eliminarse)
yzdr + 2zxzdy + rydz = 0,

y obtener un factor integrante.

[Sne, pg 15] Find the integral curves of the set of equations:

dz. dy dz
R R )
adr bdy  cdz
(b) (b—c)lyz (c—a)zz (a—b)zy’
dx dy dz

(c) =

zz—vy wyz—x 1—22
Estos ultimos, aunque estén en rojo, no hace falta que me los entreguéis.

Recogeré los problemas 11, 12, 13 junto a estos tres que siguen el Martes, 16 de Marzo. A los
alumnos que les toque en la ruleta, se entiende.

e [Examen Jun06] Verificar que la ecuacién diferencial
(y+a)*dz+zdy — (y +a)dz =0

(a es una constante) es integrable y encontrar su primitiva. ;Cudl es el factor integrante?

e [Examen Jun08] De las dos siguientes ecuaciones Pfaffianas una es resoluble y la otra no.
Verifique y senale cudl es cudl. Integrar la resoluble y encontrar su primitiva, ademas del factor
integrante.

ydr +zdy +ydz =0, —ydz +xdy +z’zdz =0

e [Examen Jun09] i) Calcular la constante a para que la ecuacién de Pfaff
3y?dz —azydy +ztdz =0

sea integrable. ii) Resolver la ecuacién para ese valor de a y hallar un factor integrante.

Resolver por series de potencias (i.e., Kovalévskaia) el problema

Up — gy =€t —oco<z <00, t>0
u(z,0) = z?
ug(z,0) = —1.

., Qué hipdtesis del teorema de Kovalévskaia no cumple la ecuacion ug + 2uz: = 2 con los datos
u(0,t) = 0,u5(0,t) = t? De hecho este problema tiene infinitas soluciones analiticas en x = 0,
asi que por alguna razoén el teorema no es aplicable.



22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

CLASIFICACION Y REDUCCION A LA FORMA CANONICA

La ecuacién ugg; + uyy = 0 ya estd escrita en su forma canénica. Sin embargo, admitiendo
caracteristicas complejas se puede demostrar que la solucién general de esta ecuacion es u =
f(z+1iy) + g(z — iy), donde f y g son funciones arbitrarias. Ver que esto es asi.

Comentario: A las soluciones de esta ecuacién en cualquier dimensién se les denomina fun-
ciones armonicas.

e [Examen Sep07] Calcular u(z,t) sabiendo que uy — 4uzy = 16 y que u(0,t) = ¢,u4(0,t) = 0.

Sugerencia: Sale de muchas maneras: haciendo uso de D’Alembert, por Kovalevskaia, re-
duciendo a la forma canénica, etc. Hacedlo esta vez con la férmula deD’Alembert, para
practicar.

[PAr] Escribir uy + 2uz = 2 en forma canénica y hallar su solucién general. De los datos de
Cauchy: i) u(z,0) = u(z,0) = 0, ii) u(0,t) = 0,u,(0,¢) = ¢, hay unos que determinan una
Unica solucién de la ecuacion diferencial. Hallese en ese caso.

Decir de qué tipo es la ecuacion de Tricomi uyy —yugz; = 0 en las diferentes regiones del plano,
escribiendo en cada una de ellas su forma canénica.

Esta ecuacién describe objetos moviéndose a velocidades supersénicas. Descubierta en 1923
cuando ain no habia aviones que volaran mas deprisa que el sonido, ha jugado un papel deci-
sivo en el estudio de los vuelos supersénicos.
e [Za, pg 151] Show that the equation

Ugg + AUgy + Syy + Uz — uy +2u =0

is of hyperbolic type. Determine its characteristics curves and bring it to the canonical form
trs + -+ = 0. Introduce the further transformation u(r,s) = e’" "% w(r,s) and choose the
constants p, g to eliminate the first derivative terms in the resulting canonical form.

[PAr] Sea (E) la ecuacién
Atgy + 2Bugy + Cuyy + Duy + Euy + Fu = G(z,y) (E)

con A,B,...,F constantes. Probar que si (E) no es parabdlica un cambio de variables
u = eP*TWy con p, q constantes adecuadas, lleva (E) a una ecuacién (E*) en la que no existen
derivadas de primer orden. ;Para qué relacién entre las constantes A,...,F no tiene (E*)
término en w? Aplicar lo anterior para hallar la solucién general de ugy + 3ug + 2uy + 6u = 1.
Probar que cualquier ecuacién parabdlica de coeficientes constantes o es resoluble o se puede
escribir mediante cambios de variable en la forma wss + D*w, = G**(r, s) (como la del calor).

e [Sne, pg 109] Reduce the equation

(n —1)%2p0 — Y™ 2y = ny*" 12y, n=1,2,3,...
to its canonical form, and find its general solution.
e [Sne, pg 109] [Examen Sep06] Reduce the equation

2 2 112 z’
Y 2pr — 2XYZgy + T 2yy = ;zw + ?zy

to its canonical form, and hence solve it.
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ECUACIONES CLASICAS DE LA FISICA Y UNICIDAD DE SOLUCIONES

e [Str, pg 35] Solve the plucked string, i.e., the wave equation with initial data u(z,0) = f(z),

ug(x,0) = 0, where f(z) = ~ -a a_. Calculate u(z,a/2c), u(z,a/c) and u(z,2a/c).

e [Examen Sep07] Demostrar de manera sencilla (no hace falta calcular la solucién!) que el
problema
Ugg TUyy =0, 0<z,y<1

um(lay) = f(y)a
uz(0,y) = uy(z,0) = uy(z,1) =0,

tiene solucién sélo si fol dy f(y) =0.

e Demostrar que si A, B, C, D son constantes, el problema

{Au:m (0,1) x (0,1)
um(oay) =4, um(l,y) = B, uy(ax,O) =C, uy(x, 1) =D

sélo tiene solucién si se satisface la relacién A — B+ C — D = 0 (que no es mds que un balance
energético, como siempre). No hace falta calcular la solucién para obtener este resultado.

Dado el problema

ou  ,0%u

E_tW—FQU_F, O0<z<1,t>0
u(0,t) = fo,u(1,t) = f1

’U,(.T),O)ZUO,

donde F, fy, f1,ug son funciones dadas de z,t, se pide:

(a) Completar cada linea con la indicacién del dominio correspondiente. Dibujar el recinto del
problema e indicar qué es cada linea del problema.

(b) Demostrar unicidad (por Green) para ciertos valores de a, jcudles? (Indicacidn: escribir
con detalle la férmula de Green en este caso).

[Str,pg 44] Consider the solution 1 — 22 — 2kt of the diffusion equation. Find the locations of
its maximum and its minimum in the closed rectangle {0 <z <1,0<t¢ < T}.

e [Str,pg 45] The purpose of this exercise is to show that the maximum and minimum principle
is not true for the equation u; = zu,,, which has a variable coefficient.

(a) Verify that u = —2xt — 22 is a solution. Find the location of its maximum in the rectangle
{(—2<2<2,0<t<1}.

(b) Where precisely does our proof of the maximum principle break down for this equation?

[W, pg 54] Show that the problem
0 ou 0 ou
R T~ " _ y-_ - — 2 2 1
p (e 6x>+8y (e 8y> 0, z¢+y°<
u =2, 2+’ =1

has at most one solution.

[Hint]: Use the divergence theorem to derive an energy identity
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[Hint-mial]: Escribir la ecuacién que satisface w = w1 — ug, con uq,us soluciones del problema
dado. Para demostrar unicidad basta multiplicar por w la ecuacién obtenida e integrar. Las
condiciones de contorno tienen mucho que decir en el resultado de la integral, como bien sabe-
mos. Estaremos usando el teorema de la divergencia como dice el Prof. W., aunque no lo
digamos.

[Str, pg 163] (Funciones arménicas) Suppose that u is a harmonic function in the disk D =
{r < 2} and that u = 3sin26+ 1 for r = 2. Without finding the solution, answer the following
questions.

(a) Find the maximum value of « in D.
(b) Calculate the value of u at the origin. (Esta parte (b) la hago yo en clase)

Nota: Problema puesto en el examen de Junio de 2006

e [PAr| El problema

Aut+u=0, 0<z<m —mw/d<y<m/i
uy(z, —7/4) = uy(z,7/4) =0, 0<z<mw
u(0,y) =0, wu(my)=sin2y, —7w/4<y<m7/4

no tiene solucién unica (basta ver que la solucién, calculada por separacién de variables, es
sinh v/3z
sinh /37

Demostrar que la férmula de Green (escriba con detalle la férmula de Green en este caso) no
puede demostrar unicidad—dicho en palabras corrientes, que Green se encoge de hombros y
dice ‘No puedo concluir nada..., lo siento’

u=Csinz + sin 2y, donde C es una constante arbitraria).

e [Examen Sep09] Sea D = {(z,y) € R?/z? + y? < 1} y sea u(z,y) = 23 — 3zy?. Hallar los
valores maximos y minimos de u en D y los puntos en los que se alcanzan estos valores.

Recogeré los problemas 23, 28, 29, 32, 38 39 el jueves 8 de Abril. Los otros marcados en rojo
no son para entregar.

SERIES TRIGONOMETRICAS DE FOURIER

[Boas, pg 310] Expand in a Fourier series the function f(z) sketched in the next figure. This
function might represent, for example, a periodic voltage pulse. The terms in our Fourier series
would then correspond to the different a-c frequencies which are combined in this ‘square wave’
voltage, and the magnitude of the Fourier coefficients would indicate the relative importance
of the various frequencies.

(%)

[W, pg 87] Hallar la serie de Fourier de f(z) = ¢* en —7 < z < w. Hallar la suma de dicha
serie en x = 7.
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[Str, pg 131] Find the Fourier sine series of f(z) = z on the interval (0,/). Apply Parseval’s
identity to find the sum Y 7°1/n2.

e [Str, pg 131] Find the Fourier cosine series of f(z) = z2
val’s identity to find the sum > 7°1/n%.

on the interval (0,1). Apply Parse-

e [Str, pg 130] & [To, pg 40] Find the sine Fourier series of the function cosz on the interval
(0, 7). For each z satisfying —m < z < w, what is the sum of the series?

Consejo: No pasar de ninguna manera las series de Fourier sin hacer este problema!

[Examen Sep07] Calcular la serie de Fourier de | sinz| en el intervalo (—m, 7). Usar el resultado

o0

anterior para evaluar anl yPCRE
n _

2 4 1 1 1
Sol: |sinz| ~ i (ﬁcos%:—l—mcosélm—i—b,?—_lcosz—i—---) ,—m <z <. La

suma pedida es 1/2.

T (IR R

[Examen Jun08] Sea la funcién f(z) = { 9 l<z<?

a) Dibujar al menos tres periodos de la funcién representada por la serie de senos de f(z), y
sin calcular ningin coeficiente responder a las siguientes preguntas: ;A qué valor converge la
serieenz =17 jYenz =27 ;Yenz =07 ;jYenz=—-17

b) Si la funcién se contintda con periodo 2 (dibdjela, por favor, tres periodos al menos) y se
representa por la serie

o0
flz) ~ % + Z(an cosnmx + by sinnrz),

n=1
scudnto vale Y°°° (a2 +b2) ? (aqui le pido el valor numérico, no una expresién).

Sol: a) —1/2, 0, 0 (es serie de de senos!), 1/2 b) Parseval dice que: > oo (a2 + b2) = 77/24
[Str, pg 108] Given the Fourier sine series of f(z) = z on (0,)

SiIn — — ~sln—— + S SIn—— — ---

20 . 7z 1 . 2@z 1 . 37mx
l 2 l 3 l ’

assume that the series can be integrated term by term (a fact that Strauss shows later in his
book).

(a) Find the Fourier cosine series of the function z2/2. Find the constant of integration that
will be the first term in the cosine series.
(_1)n+1

(b) By setting = 0 in your result, find the sum of the series Y {° 5

n

[Examen Jun09] Sea el desarrollo de f(z) = sin ? en (0,1) dado por

T 2 i 4 cosnmx
— — v
= (1—4n?)

. . [ s . s . X
a) encuentre el periodo de la serie y dibuje la extensién de la funcién sin 5 que representa

(dibuje tres periodos al menos, por favor).
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b) Segtin los teoremas de convergencia puntual de series trigonométricas, jcuanto vale la serie
1

0 (_1)n+

n=1 (4n2 — 1)’

¢) Suponiendo que la igualdad del enunciado puede integrarse término a término, calcule

en z =07 ;Y en z =17 Halle el valor de

o0 .

2
Zismmra; enl<z<lyen -1<z<0.
= nw (1 —4n?)

o (=Dt a1 2 sinnmx l—costf—z, 0<z<1
ra)T =2. ( =__Z — 2 sl
Sol: a) b)Y .o =172 ) E {

Y4n2 —1) :1n7r(1—4n2)_ —1+4+cos™f —z, —-1<2z2<0.

e [Str, pg 114] Let f(z) be a function of period n. If f(z) ~ > 7° by sinnz for all z , find the
odd coefficients by, bs, . . ..

sin nx n SINNT

, (b) 227°(=1) ; (©) X7

n n n? > (d)

by using the following result: expand f(z) = Az + Bz + C, (—7 <z < 7),

CcosnxT

e [To, pg 40] Find the series (a) >.7°
cos N
Yr(=nn

where A, B, C are constants in Fourier series. The graph of f(z) is a parabola. By periodic

extension, we can obtain a continuous or a discontinuous function, depending on the choice of
the constants A, B, and C. If your expansion is correct you shall obtain

2 o0
A% 4 Brt O~ BT 4 014y () C"m_zgz WS p

Use this result to calculate the series.

e [MJRP] Let f(z) be a function such that f(z) = — f(z—27/3). Expand f(z) in a full Fourier
series. From your result give some examples of functions that satisfy the above relation.

[Hint]: 27/3 is not the period of f(z). Find the period and expand.

Los cinco problemas marcados en rojo en esta seccién los recogeré el 29 de Abril. El parcial de
la asignatura serd el préximo 6 de Mayo, a las 15.30h. La convocatoria la pondré en el tablén
de anuncios de Teorica I. El aula puede cambiar a mejor en el iltimo momento. Entrardn los
cuatro primeros temas y la lectura obligatoria

PROBLEMAS DE CONTORNO Y ORTOGONALIDAD DE FUNCIONES

[Str, pg 118] (a) On the interval [—1, 1], show that the function z is orthogonal to the constant
functions.

(b) Find a quadratic polynomial that is orthogonal to both 1 and .

(c) Find a cubic polynomial that is orthogonal to all quadratics. (These are the first few
Legendre polynomials.)

[Examen Sep08] Sean los polinomios

Py=1

P=x—a

Py=12?+bz+1/6
donde a y b son constantes.

a) Determinar a y b de manera que {Fp, P, P} sean ortogonales en [0, 1] con peso=1.
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b) Calcular la combinacién lineal de los tres polinomios anteriores (tome como constantes a, b
las obtenidas en el apartado anterior) que mejor aproxime en [0, 1] a la funcién

_J0 0<z<1/2
f(‘”)_{l 1/2<z<1
en el sentido de least squares (“media cuadritica”, en espafiol).

c) La funcién f(z) es discontinua en z = 1/2, pero la combinacién lineal calculada en b) no lo
es. ;Qué valor toma en este punto la combinacién lineal? ;Esta de acuerdo dicho valor con el
valor de una serie de Fourier en las discontinuidades de la funcién a la que representa?

[Str, pg 98] On the interval 0 < z < 1, consider the eigenvalue problem

u" +du=0
' (0) + u(0) = 0
u(l) =0

(absorption at one end and zero at the other) (a) Find an eigenfunction with eigenvalue zero.
Call it up(x).

(b) Find an equation for the positive eigenvalues A = w?, and show graphically that there
are an infinite number of positive eigenvalues.

(c) Is there a negative eigenvalue?

Resolver el problema de contorno propuesto en el ejercicio 54. Desarrollar f(z) = 1 en serie
de las autofunciones obtenidas.

Nota: El problema 2 de [W, pg 180] es basicamente éste.

e [W, pg 72] Find the best approximation of the form a + bz in the sense of least squares on
the interval —1 < z <1 to the function f(z) = €*.

e [W, pg 73] Find the polynomial of degree 2 which best approximates sinz on the interval
(0,1) in the sense of least squares with p(z) = 1.

Hint: Use the results of the following exercise: We define the polynomials po(x), p1(x), p2(x),...
by requiring that p, be a polynomial of degree n with the coefficient of ™ equal to one, and
that po(z), p1(z), p2(x), ... be orthogonal in the interval (0,1) with respect to p(z) = 1. Find

po(z), p1(z) and py(z).
SEPARACION DE VARIABLES

[Str, pg 108] A rod (varilla) has length [ = 1 and its temperature satisfies the heat equation.
Its left end is held at temperature 0, its right end at temperature 1. Initially (at ¢ = 0) the
temperature is given by

[ 5z/2, 0<z<2/3
u(z,0) = { 3-2z, 2/3<z<lL.

Find the solution, including the coefficients.

Hint: First find the equilibrium solution #(z), and then solve the heat equation with initial
condition u(z,0) — u(x).
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[Examen Jun07] Encontrar por separacién de variables la funcién u(z,t) que satisface las

condiciones
Up— Ugp +2tu =0, 0<z<1/2,t>0

u(z,0) =1 — 2z,
ug(0,t) = u(1/2,t) = 0.

Sol: u(z,t) ~ > 27, W e @1t (og(9n — 1)

[Examen Sep09] Resolver por separacién de variables el problema

Ut —Uge =0, 0<x <2, t>0

2sinz 0<z<n _
u(z,0) = { 0 n<a<2m ut(z,0) =0,
u(0,t) = u(2m,t) = 0.
Comprobar que u(x,7) = —sinz.
. 8 — (-1)" 2n—1)t . 2n—1)z
Sol: u:costsmx+;; @n—12_4 cos 5 sin 5

[MJRP] Demostrar que si A, B,C, D son constantes, el problema

{ Au=0, (0,1)x(0,1)
uz(0,y) = A, wuz(l,y) =B, wuy(z,0)=C, wuy(z,1)=D

s6lo tiene solucién si se satisface la relacion A — B+ C — D = 0 (que no es mds que un
balance energético, como siempre). Encontrar que en ese caso la solucién es igual a u(z,y) =
—(A—-B)x?/2 - (C - D)y?/2 + Az + Cy + E, donde E es una constante arbitraria.

Sugerencia: Aunque el problema sea lineal, no lo rompa en cuatro problemas, ni siquiera en
dos! Este es uno de esos casos en que la ‘rotura’ no funciona. Limitese a llevar las condiciones
de contorno a cero y continiie como siempre.

[PAr] Resolver usando separacién de variables

Ut — Uy =0, O0<xz<m, t>0
u(z,0) =1, 0<z<mw
u(0,t) =0, u(m,t) = cost, t>0.

[PAr] Resolver la ecuacién

{ Au=z—a, (0,7)x(0,7)
uz(0,y) = ug(m,y) = Uy(l‘,()) = ’u’y(a"aﬂ-) =0.

Comentario: La condicién en el borde del cuadrado (las parciales igual a cero) indican ex-
tremos aislados.

e [W, pg 106] Resolver la ecuacién de Laplace en el cuadrado con las siguientes condiciones de

contorno mixtas
Ugg +Uyy =0, 0<z,y<1

uw(z,0)=(1-2)2, 0<z<1
U(SE,I)ZO, 0<z<1
uz(0,y) =u(l,y) =0, 0<y<1l

Para avanzados: Hallar una cota del error |u(z,y) — so(z,v)|.
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65. o [PAr] Sea el siguiente problema

U —Upe = A, 0<z<1, t>0
’U,(.’II,O):B, 0<z<1
ug(0,t) = C, up(1,t) =D, >0,

donde A, B,C,D son constantes arbitrarias. (a) Resolverlo usando separacién de variables.
(b) Determinar la relacién entre las constantes para que exista una solucién estacionaria y
calcularla. (c) Dar una interpretacién fisica de la relacién obtenida en (b).

Nota: Este problema lo puse en el examen de Junio de 2006.

66. e [Str, pg 158] Find the harmonic function in the square D = {0 < z,y < m} with the boundary
conditions 1
u(0,9) =0, ulmy) = cosy = 11 +eos2y), 0<y<n
uy(z,0) = uy(z,7) =0, 0<z<m.

Nota: Este problema lo puse en el examen de Septiembre de 2006.

67. o [Examen Jun08] Sea
Uy — Ugy = 0, $€(0,2),t>0
’LL(J),O) = ‘772’ ut(wa 0) =0,
u(0,t) =0, u(2,t) = 4.

1) Resolver por separacién de variables

1 1 1 3
2) Sabiendo que 1 — 3 + 5T +.--= 7?:—2, calcular u(1,2). ;Cudnto vale u(z,1)?

32 < cos(2n — 1)t /2
I: 1 t) ~2x — —
Sol: 1) u(z,t) ~ 2z 3 1 @n=1)

n=

sin(2n — 1)%;1: 2) u(1,2) =3, u(z,1) = 2z.

68. [PAr] Resolver la ecuacién

Up — Upe —dugy, —4du =0, 0<z<m t>0
u(z,0) =e 2, 0<z<m
u(0,t) =0, u(m,t) =0, t>0.

Una vez resuelta decir cudl seria la solucién en el caso en que el dato inicial fuera u(z,0) = f(x),
con una f(z) arbitraria pero buena.

69. e [Examen Jun09] Resolver por separacién de variables el problema

Up — Ugy — 2U, =0, 0<2z<1, t>0
u(z,0) =e™*
u(0,t) = u(1,t) + uy(1,t) = 0.

(Puede hacer el problema directamente o después de hacer el cambio de variables u = eP!+9%qy,
p y g constantes a determinar, que lleve la ecuacién a otra més sencilla)

o
Sol: u = et Z ﬁ e~ (@n-1)*n%t/4 sin(2n — l)gm

70. o [PAr] Resolver por separacién de variables la ecuacién
Aut+u=0, 0<z<m —w/d<y<mn/i

uy(z, —m/4) = uy(z,7/4) =0, 0<z<m
u(0,y) =0, wu(my)=sin2y, —-w/4<y<m/4
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71.

72.

73.

74.

75.

76.

7.

A la vista del resultado obtenido, ;es tnica la solucién?

Nota: Esta ecuacién se llama de Helmholtz

[PAr] Resolver la siguiente ecuacién de Poisson en el disco unidad

Au=4, r<l1
u(1,0) = cos20, 6 € [0,2m).

Sugerencia: Como la inhomogeneidad de la solucién es s6lo una constante (el 4), lo mejor es
sacar a 0jo una solucién particular ficil de Au = 4 que sea 27 —periédica (si no lo es, no vale,
porque destrozaria el problema de contorno) y luego sumarle a la solucién ficil la solucién de
Laplace en el interior de un disco con condiciones de contorno periddicas.

Resolver en polares
Au=r, r<2, 0<0<m
ug(r,0) = ug(r,7) =0
u(2,0) = 3.

Pintar bien el recinto. Ver la sugerencia del problema 71 para resolverlo.

e Resolver y dibujar el dominio.

®u  10u 1 0%
o T oe
u(1,0) =sin30, 0<O<m7

u(3,0) = u(r,0) =u(r,m) =0 1<r<3

=0, 1<r<3

Nota: Problema del examen de Junio de 2006.

e [Examen Jun08] a) Hallar por separacién de variables la unica solucién del siguiente problema

en el plano
Au=0, r<1, € (0,

u(1,0) 4+ 2u,(1,60) = 4sin%
u(r,0) = ug(r,m) = 0.

b) Si se cambia +2u,(1,8) por —2u,(1, ), el problema tiene infinitas soluciones. Calcular estas
soluciones.

[Examen Sep08] a) Calcular la inica funcién arménica del plano que en la

corona circular de la figura (0 < a < 7 < b) toma los valores u(a,8) = 1, b

u(b, ) = sin? 6. \®
b) Decir en qué puntos del plano alcanza u(r, ) su valor maximo

y minimo.

e [Str, pg 167] The exterior of a circle. Solve g + 1y, = 0 in the exterior {r > a} of a disk
with the boundary condition 4 = 1+ 3sinf on r = a, and the condition at infinity that u be
bounded as r — oc.

Nota: Problema como el del examen de Septiembre de 2007.

e [Examen Jun09] Hallar la tnica solucién acotada u(r,6) del problema en el plano
4 Upr | Uupg _ 2sinf
Yrr T r2 1472 ,
u(1,0) =1

12



78.

79.

80.

81.

82.

83.

a) en el circulo 7 < 1, b) en el exterior del circulo r > 1. Atencién!! r arctanr — oo si r — 00

1 1
Sol: a) u=1+ [(r+ ;) arctanr—1+(1—%)r] sinf b)u= 1+[<7‘+ ;) arctanr — 1+
1 roq .
; — 7)] sin 6

El aviso que se daba era lo siguiente: en el exterior de un circulo es inusual que u ~ 7. Pero
aqui no puede ser de otra manera pues es necesario compensar que 7 arctanr diverge como
cuando 7 — 00. Se compensa restanto el término que origina la divergencia.

e Resolver por separacion de variables

ut—um:sing—x, O0<z<1,t>0
u(z,0) =1
uz(oat) = Um(lat) =0

Haced, por favor, todos los problemas marcados en rojo. Para entregarme a mi son los niimeros
56, 66, 70, 74 y 77. El dia de la entrega serd el 1 de Junio. Cuando los tenga corregidos lo
anunciaré en Comunicados y avisos, y os pasiis por mi despacho a recogerlos.

TRANSFORMADAS DE FOURIER

[Str, pg 330] Use Fourier transforms to solve the ODE —ug, + a?u = &, where § is the delta
function.

[Problema del calor en una varilla infinita] Resuelva

{ut—um:(), —o<r<oo, t>0

Iu’(an) = f(x)a

con la condicién de que u esté acotada en el infinito.

[Examen Sep07] Resolver
{ 2up + ugp = tu

u(z,0) = e,
1) utilizando las caracteristicas

2) con la transformada de Fourier.

Obtener la formula de D’Alembert usando transformadas de Fourier para resolver

{utt—CQumzo, —co<x<oo,t>0

’U/(:I,‘,O) = f(w)a ut($50) = g(.%‘)
[Examen Jun07] Hallar el valor de la integral
/°° 1—cosma
dao ————sina
0 (0%

como se indica a continuacién:

1) Calcular la transformada de Fourier F(k) de la funcién

-1, —-7m<zx<0
flxy=< 1, O0<z<m
0, |z|>m
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84.

85.

86.

2) Substituir F(k) en la férmula de la transformada de Fourier inversa escribiendo f(z) como
una integral.

3) Utilizar la integral del apartado anterior para evaluar la integral del enunciado.

Sol: La integral vale m/2.

e [Examen Jun(09] a) Calcular la transformada de Fourier F'(k) de la funcién

(quizds encuentre usted util dibujar f(x)). ;Cudl es el valor de F(k) cuando k = 07 ;Hay
alguna razén para el valor de F'(0) en términos geométricos?

b) Aplicando la transformada de Fourier inversa al resultado obtenido en a), exprese f(z) como
una integral en la variable £ y deduzca el valor de

o0 1 — coska
/0 dkT

Nota: Antes de empezar el problema escriba claramente la definicién de transformada de
Fourier que usted va a utilizar.

Sol: a) Si F(k) = [°_dz e~ f(z), entonces F(0) es el 4rea de la funcién f(z) entre (—oo, 00).
O sea, el drea de un tridngulo de base 2a y de altura 1/a. Luego, sin més célculos F'(0) = 1.
También se obtiene este resultado con la transformada de Fourier, pues

F(k) = afw(l — coska),

— coska

1
que se hace por partes. b) fooo dk 2 = an/2

[MJRP] Sea el problema

U + @ Uggar =0, —-o<zr<oo,t>0
u(z,0) = é(2),
donde a es una constante real y §(z) la funcién delta de Dirac.

(a) Hallar mediante la transformada de Fourier la solucién u(z,t) que estd acotada. Dejad la
solucién expresada mediante una integral, que no hay que resolver porque no sabéis.

(b) Calcular ugz.,(0,t). Esta integral si sabéis hacerla.
Ayuda: Recordad que [%_dz é(z)f(x) = f(0).

[Examen Sep01] Resolver mediante la transformada de Fourier el problema

{ut:uzz—l_Uyy, —co<z,y< oo, t>0

u(z,y,0) = z2e~ @+

. T A
Ayuda: f:oo dz e~tke—az? _ —e_k2/4“, sia > 0. Ya se ve de este problema que la transformada
a

de Fourier se emplea también para problemas en varias dimensiones, no sélo en una.
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